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1 Motivation und Hintergrund

Der hier vorgestellte Algorithmus baut auf dem Needleman-Wunsch-Algorithmus auf und
erweitert dessen Funktionalitéit. Deswegen werden zum Verstéindnis der folgenden Ausfiihr-
ungen Vorkenntnisse zur Funktionsweise des Needleman-Wunsch-Algorithmus empfohlen.
Informationen dazu sind z.B. unter [Hay09b, Heu06, Gus97] zu finden.

Aus dem Needleman-Wunsch-Algorithmus sind uns bereits die Kostenfunktionen insert,
delete und replacematch bekannt. Als Eingabe erhalten diese Funktionen das zu l6schende
oder einzufiigende Zeichen bzw. replacematch die zu matchenden oder zu ersetzenden
Zeichen. Sie erlaubten uns somit eine gewisse Freiheit in der Gewichtung der Distanz ohne
signifikante Erhohung der Laufzeit.

Der Waterman-Smith-Beyer-Algorithmus tragt diesen Gedanken weiter und wird uns er-
lauben die Kosten fiir eine Operationen, zu einem gewissen Grad, auch von vergangenen
Operationen abhéngig zu machen. Diese Erweiterung der Funktionalitét ist in der Biologie
von grofler Bedeutung weil damit das Konzept der Gaps in der Berechnung beriicksichtigt
werden kann.

In den folgenden Abschnitten stellen wir kurz das Konzept des Alignments und das der
Gaps vor. Ausfithrlichere Informationen dazu kénnen z.B. in [Gus97] gefunden werden.

1.1 Alignment

Das Konzept des Alignments ist eng mit dem der Editier-Vorschrift verkniipft (vgl. [Gus97,
S. 217]). Wéhrend die Editier-Vorschrift anzeigt wie ein String S; in einen anderen String
So iiberfithrt werden kann, macht das Alignment deutlich, an welchen Stellen die Strings
iibereinstimmen und wo sie sich unterscheiden. Beide Konzepte sind Darstellungen der
selben Information und kénnen infolge dessen ineinander iiberfiihrt werden.

Ein Alignment ist im wesentlichen zwei iibereinander geschriebene Strings S; und S3. An
gewissen Stellen sind .S7 und So mit Platzhaltersymbolen gestopft, sodass moglichst wenige
verschiedene Zeichen iibereinander stehen oder Platzhaltersymbole gebraucht werden.
Beispiel:

S;=RA-DLAGER

SS=WAND-ERER

Dieses Beispiel ist nur ein mogliches Alignment. Die entsprechende Editier-Vorschrift lautet
replace, match, insert, match, delete, replace, replace, match, match
Obwohl Alignments fiir viele Anwendungen, insbesondere in der Bioinformatik, die ge-
eignetere Darstellung ist, werden wir in dieser Dokumentation hauptsichlich Editier-
Vorschriften verwenden weil dies unserer Ansicht nach die Funktionsweise des Algorithmus
versténdlicher macht. Nur im folgenden Absatz iiber Gaps werden wir die Alignment-
Darstellung verwenden, da diese den Begriff intuitiver macht.



1.2 Gaps

In einer Vielzahl von Anwendungen des Sequenzalignments, insbesondere aus der Biologie,
ist es wahrscheinlicher, dass eine zusammenhéngende Teilsequenz aus einer grofieren Se-
quenz geloscht oder in eine andere Sequenz eingefiigt wird, als ihre sukzessive Loschung in
mehreren Iterationen. Ein Beispiel dafiir sind Mutationen von DNS-Sequenzen. Wird eine
auf diese Art und Weise modifizierten Sequenz in einem Alignment ihrer urspriinglichen
Form gegeniiber gestellt, wiirden die eingefiigten oder geloschten Teilsequenzen als eine
zusammenhéngende Kette von Platzhaltern dargestellt werden. Diese maximalen, zusam-
menhingenden Ketten von Platzhaltern in einem der Strings eines Alignments nennt man
Gaps.

Fiir evolutionsgeschichtliche Untersuchungen ist es z.B. sinnvoll Gaps zu erkennen da diese
etwas iiber die evolutionsgeschichtliche Néhe der untersuchten Sequenzen verraten [Gus97,
S. 236]. Jedoch haben Verfahren wie der Needleman-Wunsch-Algorithmus keinen Mecha-
nismus um Gaps zu erkennen. Es wiirde z.B. ein Alignment mit vielen kleinen Gaps aus-
gegeben werden statt einem, moglicherweise biologisch viel sinnvollerem Alignment mit
langen Gaps, wenn es eine nur minimal geringere Editier-Distanz hat.

Der Waterman-Smith-Beyer-Algorithmus hingegen erlaubt es, Gap-Bildungen zu bevor-
zugen weil er Gaps erkennen kann. Das wiederum liegt daran, dass der Algorithmus in
jedem Ausfiihrungsschritt Zugriff auf die bisherigen Alignment-Kandidaten hat.

2 Der Algorithmus

Wie bereits erwéhnt, baut der Waterman-Smith-Beyer-Algorithmus auf dem Needleman-
Wunsch-Algorithmus auf. Im wesentlichen werden die Kostenfunktionen insert und delete
durch eine einzige Gap-Penalty-Funktion g : N — R, ersetzt. Die Gap-Penalty-Funktion
erhilt als Eingabe die Lénge eines Gaps und gibt die Gesamtkosten fiir das Gap zuriick. Im
speziellen Fall, dass ¢ linear ist, sind also die Kosten fiir jeden Platzhalter im Gap gleich.
Dies entspriiche den Kostenfunktionen des Needleman-Wunsch-Algorithmus mit zeichenu-
nabhéngigen Kosten. Sinnvoller ist es jedoch, wenn wir fiir g eine sublineare Funktion
einsetzen. In dem Fall sinken die Kosten fiir eine Erweiterung eines Gaps in Abhéingigkeit
von der Liénge des Gaps. Andersherum betrachtet bedeutet dies, dass ein neues Gaps zu
beginnen teurer ist als ein bestehendes zu erweitern.

Da die Gap-Penalty-Funktion nur noch von der Gap-Lénge abhingig ist, kénnen die
Kosten fiir Einfiige- und Losch-Operationen nicht mehr, wie beim Needleman-Wunsch-
Algorithmus, in Abhéngigkeit des einzufiigenden oder zu ldschenden Zeichens gewéhlt
werden. Fiir Match- und Ersetzung-Operationen bleibt diese Moglichkeit aber bestehen.
Die Berechnungsvorschrift einer Zelle der Matrix D lautet:

Do 0 (1)

Dy 0 gk) 1<k<n (2)

Doy = glk) 1<k < 3)

D;jk+g(k) jzhk=1 (4a)

D;j=min|, ¢ Dy + g(k) i>k>1 (4b)
D;_1 j—1 + replacematch(S1[é], Sa[j]) 4,5 >1 (4c)



Fiir eine Zelle (i,7) der Matrix wird das Minimum der Félle Einfiigen, Loschen sowie
Ersetzen bzw. Match gesucht unter Beriicksichtigung aller mdglichen Werte k fiir die Gap-
Lénge.

Der Grundzustand Dy o = 0 behandelt den Fall in dem noch keine Operation ausgefiihrt
wurde. Die Definition ist in sofern sinnvoll, als dass sie die Editier-Distanz zu Beginn des
Algorithmus angibt welche unabhéngig von der Eingabe immer 0 sein soll. Dariiber hinaus
sind bereits die Werte fiir D; ; mit i = 0 (Gleichung 3) oder j = 0 (Gleichung 2) angegeben.
Dies ist moglich da die Berechung dieser Werte unabhéngig von der Eingabe ist: Fiir die
Berechnung der Werte in Zeile 0 (¢ = 0) trifft immer nur Fall (4a) zu, da in den anderen
Féllen die Bedingungen nicht erfiillt sind. Analog dazu trifft fiir die Berechnung der Werte
in Spalte 0 immer nur Fall (4b) zu da dort j = 0 ist.

Stellt sich bei der Berechnung des Wertes D; ; heraus, dass es am giinstigsten ist, ein Gap
in 57 auf Lénge k zu erweitern, dann ergeben sich die Gesamtkosten aus den Kosten bis
zum Beginn des Gaps (das ist D; j_j) und den Kosten g(k) fiir das Gap der Lénge k.

Es ist wichtig alle mo6glichen k& Werte zu betrachten, da sich Gaps erst ab einer bestimm-
ten Lénge lohnen konnen d.h. geringere Kosten haben als eine Reihe von Replacematch-
Operationen und kleineren Gaps.

3 Beispiel

Betrachten wir nun ein konkretes Beispiel mit
S i=WURZEL
SS=VIERTEL

Die Gap-Penalty Funktion sei
g(k) = Vk

und die Kostenfunktion fiir Ersetzungs- bzw. Matchoperation sei

0 fallsz=y

replacematch(z, y) =
1 sonst

Aus der Definition (Gleichung ??) koénnen wir bereits die erste Zeile und erste Spalte
ablesen. D.h. D; ; fiir ¢ = 0 oder j = 0. Damit ergibt sich die Matrix in Abbildung 1.

1 | W|U|R| Z|E L
1L ]o,0(1,0|1,4[1,7|2,0(2,2]2,4 Abbildung 1: Die Editier-Matrix D zu den Zei-
v |10 chenketten S; = WURZEL und S; = VIER-
11,4 TEL. Die erste Zeile und erste Spalte geben
El17 die Kosten fiir eine Reihe von Losch bzw.

- Einfiige Operationen (Gaps) an. Daran l4sst sich
R 12,0 gut erkennen wie die Kosten entsprechend der
T |22 Gap-Penalty-Funktion nur sublinear steigen. Zur
E |24 Ubersichtlichkeit sind die Zeichenketten an den
L 126 Réndern nochmals aufgetragen.

In diesem Beispiel fiillen wir die Matrix anti-diagonal aus. Fiir D1 ; berechnen wir

D1 =min{l +g(1),1+¢(1),0+ 1} = 1.

Bereits nach ein paar Schritten ergibt sich das gesuchte Minimum aus fiinf Werten. In
Abbildung 2 ist die Abhéngigkeit des Wertes in Zelle (2, 2) dargestellt. Der Wert Dy o = 2



ergibt sich aus

Dyo+9g(2) =2,8
D1 +9(1) =3,0
D32 =min { Dyo +g(2) =2,8
D1,2 + g(l) =3,0
D171 +1=2,0
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E 1L/ \\y Abbildung 2: Der Wert in Zelle (2, 2) hingt
R 12,0 von allen Zellen 'dariiber’ und ’davor’ ab.
T 12,2 Je weiter der Algorithmus fortschreitet, de-
E 312 sto grofer wird die Zahl der Vergleiche pro

Berechnungs-Schritt.

4 Zusammenfassung

Der Waterman-Smith-Beyer Algorithmus erlaubt es mit Hilfe von Gap-Penalty-Funktionen
Gap-Bildungen in Alignments zu bevorzugen. Da die Definition ohne genauere Angaben
zu der Penalty-Funktion auskommt, bietet er eine hohe Freiheit in der Wahl der Funktion.
Jedoch steht dem Flexibilitéitsgewinn eine signifikant erhohte Laufzeit gegeniiber. Letzte-
res ist auch der Grund weshalb der Waterman-Smith-Beyer Algorithmus fiir die Praxis
ungeeignet ist und kaum Einsatz findet.

Schrinkt man die Gap-Penalty-Funktion auf affine Funktionen ein, ldsst sich der Gotoh-
Algorithmus verwenden und die Laufzeit auf O(nm) absenken (siehe auch [Hay09al).

Laufzeitanalyse

Um den Wert D; ; einer Zelle (i, j) zu berechnen miissen i+ j+1 Zellen, namlich (i —k, j),
(i,j—k) und (i—1, j—1), untersucht werden. Diese Operationen sind in diesem Algorithmus
unvermeidbar da sie fiir die Berechnung der Gap-Penalty-Funktion g(k) vorliegen miissen.
Die Laufzeit lésst sich also schreiben als

n m n

YD itit+l=nm+nd_§)+md i)

=0 j=0 =0 =0
Da (31 i) € O(n?) ist, liegt der Algorithmus in O(mn? + m?n). Fiir n ~ m ergibt sich
auch O(n?).
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