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1 Motivation und Hintergrund

Im Hintergrund des Needleman-Wunsch-Algorithmus steht das Problem, die Editier-Distanz
zweier gegebener Zeichenketten zu finden. Vorkenntnisse zur Editier-Distanz (Levenshtein-
Distanz) werden daher im Folgenden empfohlen.

Das Finden einer Editier-Vorschrift und damit auch der Editier-Distanz spielt unter Ande-
rem fiir die Bioinformatik eine wichtige Rolle weil es das Problem des Sequenz-Alignments
beschreibt. Lisst sich eine hohe Ahnlichkeit zwischen biomolekularen Sequenzen nach-
weisen, so impliziert dies gewohnlich auch eine funktionale oder strukturelle Ahnlichkeit
[Gus97].

2 Der Algorithmus

Als Eingabe erhilt der Algorithmus zwei Zeichenketten S; und S mit Linge n bzw.
m, zwischen denen die Editier-Vorschrift gefunden werden soll. Dabei sei S[i] das i-te
Zeichen und S[1..i] das Préfix der liange i. Wir definieren auerdem Hilfsweise, S[1..0] als
leeres Wort und S[0] als ein spezielles Zeichen L, welches nicht im verwendeten Alphabet
enthalten ist.

Des weiteren greift der Algorithmus auf Kostenfunktionen zu, welche die Kosten (in der
Literatur wird h#ufig auch der Begriff ’Gewichte’ verwendet) fiir jede mogliche Editier-
Operation definieren (genaueres wird weiter unten beschrieben).

Die Ausgabe des Algorithmus ist die Editier-Distanz zwischen S7 und S sowie eine Editier-
Vorschrift. Eine Editier-Vorschrift ist eine Folge von Editier-Operationen mit den ge-
ringsten Gesamtkosten. Die Gesamtkosten einer Editier-Vorschrift sind genau die Editier-
Distanz. Es ist durchaus moglich, dass es zu einer Eingabe mehrere Editier-Vorschriften
gibt.

2.1 Funktionsweise

Der Ablauf des Algorithmus besteht im Grunde darin, dynamisch eine (n + 1) x (m + 1)
Matrix D zu erstellen, sodass D; ; gleich der Editier-Distanz zwischen S;[1..i] und Sa[1..5]
ist. Die Editier-Distanz zwischen S und S ist demnach D, ,,.

Beim Erstellen der Matrix geht der Algorithmus iterativ vor (z.B. zeilenweise), beginnend
bei Do . In jedem Schritt wird der einzutragende Wert berechnet als

Doo=0 (1)

D; j_1 + insert(S2[j]) j>1 (2a)

Di,j = min Difljj + delete(51 [Z]) 1>1 (2b)
D;_1 j—1 + replacematch(S1[i], Sa[j]) 4,5 >1 (2¢)



Dabei sind insert, delete und replacematch die bereits erwdhnten Kostenfunktionen. Sie
geben die Kosten fiir Einfiige-, Losch-, Ersetzungs- und Match-Operationen zu jedem
Zeichen bzw. zu jeder Zeichenkombination zuriick. Diese Funktionen wurden hier zur
Ubersichtlichkeit eingefithrt und werden in der Praxis gewohnlich zusammengefasst und
als Tabelle implementiert.

Aus den Féllen in Gleichung (2) wird das Minimum ausgewéhlt um die geringsten Kosten
fir jede Zelle zu erhalten. Obwohl nur drei Werte verglichen werden, enthélt die Zelle
schliellich die geringsten Kosten aller mdglichen Editier-Vorschriften. Dies ldsst sich mit
dem Optimalitétsprinzip von Bellman [Wik09b] erklidren: Die Berechnung der Werte bau-
en ndmlich auf bereits optimale Teilergebnisse auf. Der Needleman-Wunsch-Algorithmus
nutzt also das Paradigma der dynamischen Programmierung [Wik09a].

Der Grundzustand Dy o = 0 behandelt den Fall in dem noch keine Operation ausgefiihrt
wurde. Die Definition ist in sofern sinnvoll, als dass sie die Editier-Distanz zu Beginn des
Algorithmus angibt welche unabhéngig von der Eingabe immer 0 sein soll.

Des weiteren enthélt die obige Berechnungsvorschrift Bedingungen. Ohne diese Bedingun-
gen wiirden sich bei Berechnungen mit i = 0 (erste Zeile) oder j = 0 (erste Spalte) negative
Indizes fiir D ergeben, z.B. in (2c). Dies soll vermieden werden da D fiir negative Indizes
nicht defniert ist. Bei genauerer Betrachtung trifft fiir die Werte der ersten Zeile (i = 0)
nur Fall (2a) zu und fiir die Werte der ersten Spalte (j = 0) nur Fall (2a). Alternativ
koénnte D, , fiir negative x oder y als unendlich angenommen werden. Dadurch wiirde der
Fall bei der Minimumsbildung ebenfalls keine Beriicksichtigung finden (unendlich wiirde
nie das Minimum sein), was zum selben Ergebnis fiihrt.

2.2 Das Traceback

Der Algorithmus kann bisher zwar die Editier-Distanz zwischen den zwei Zeichenketten S
und S5 berechnen, Ziel war es jedoch eine Editier-Vorschrift auszugeben. Diese ldsst sich
mit relativ wenig Aufwand rekonstruieren wenn wéhrend der Ausfithrung fiir jede Zelle
gespeichert wird, durch welche Operation die Editier-Distanz, also der Wert in der Zelle,
zustande kam. Der Algorithmus speichert deshalb fiir jede Zelle, welcher der vier Fille
(insert, deletion, match, replace) das Minimum bilden. Wird in mehreren Fillen das Mini-
mum erreicht, so werden alle zutreffenden Fille gespeichert. Mit diesen Informationen l&sst
sich spéter die Entwicklung des Wertes D,, ,, zuriickverfolgen und die Editier-Vorschrift
rekonstruieren.

Das Rekonstruieren wird Traceback genannt. Der Traceback-Algorithmus beginnt an der
Zelle D, ,, und terminiert beim Erreichen der Zelle Do . Dabei geht er schrittweise vor.
Welche Zelle von einer gegeben Zelle erreichbar sind, wird durch die in der Zelle gespei-
cherten Informationen festgelegt. Fiihrte z.B. eine Insert-Operation von Wert zum Wert
D; j, so ist ein Schritt von Zelle (7,7) zu Zelle (i, j — 1) moglich. Dies ergibt sich aus den
Berechnungsvorschriften aus Gleichung (2).

Fiir jeden Schritt speichert der Traceback-Algorithmus die dazugehorige Operation und
so entsteht nach und nach die Editier-Vorschrift von S zu Sy in umgekehrter Reihenfolge.
Wenn ein Wert gleichermafien durch verschiedene Operationen erzeugt wird, gibt es auch
mehrere mogliche Schritte die von der entsprechenden Zelle ausgehen. Aus diesem Grund
gibt es héufig mehrere Rickwege von denen alle giiltige, aber unterschiedliche Editier-
Vorschriften reprisentieren.

2.3 Maximierungsvariante

Das Ziel des Algorithmus ist es, die niedrigsten Kosten zu erzielen, denn die geringsten
Gesamtkosten sind gerade die Editier-Distanz. Diese kann als ein Mafl fiir die Unter-



schiedlichkeit zweier Zeichenketten verstanden werden. In der Praxis wird hingegen haufig
die Ahnlichkeit zweier Zeichenketten gesucht. Diese Diskrepanz zwischen Anforderung
und Ergebnis ist jedoch nicht tiefgreifend, weil eine geringe Unterschiedlichkeit eine hohe
Ahnlichkeit bedeutet und umgekert.

Es iiberrascht daher nicht, dass der Algorithmus bereits mit unkomplizierten Anderungen
ein MaB der Ahnlichkeit ausgibt. Eine dieser Anderungen ist, statt Kostenfunktionen so
genannte Similarity-Funktionen zu verwenden. Die Similarity-Funktionen sind ebenfalls
flir die vier moglichen Operationen Ersetzen, Loschen, Match und Einfiigen definiert. Der
Unterschied zu den Kostenfunktionen ist, dass sie gewohnlich einen relativ hohen Wert fiir
Operationen zuriickgeben die relativ geringe Kosten erzeugen. Eine einfache Moglichkeit
um aus gegebenen Kostenfunktionen Similarity-Funktionen zu erhalten wére, die Ausgabe-
werte zu negieren. Das Ziel ist des Algorithmus ist dementsprechend, eine moglichst hohe
Similarity-Score zu erzielen. In der Berechnungsvorschrift (2) wird deswegen bei dieser
Variante des Algorithmus das Maximum der drei Werte gebildet. Die Anfangsbedingung
(1) bleibt gleich.

3 Beispiel

Betrachten wir nun ein konkretes Beispiel mit
Si=WURZEL

SS=VIERTEL

Die Kostenfunktionen seien

insert(z) = delete(z) =1

und
0 fallsz=y

replacematch(z, y) =
1 sonst

Aus der Definition (Gleichung 1) kénnen wir bereits Dy o = 0 ablesen. Fiir die Berechnung
der Werte in Zeile 0 trifft immer nur Fall 1 (Gleichung 2a) zu, da in den anderen Fillen die
Bedingungen nicht erfiillt sind (denn in der ersten Zeile ist i« = 0). Analog dazu trifft fiir
die Berechnung der Werte in Spalte 0 immer nur Fall 2 (Gleichung 2b) zu da dort j = 0
ist. Damit ergibt sich bereits die Matrix in Abbildung 1.
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1 2 345|686

Abbildung 1: Die Editier-Matrix D zu den
Zeichenketten S; = WURZEL und S; =
VIERTEL. Die erste Zeile sowie erste Spal-
te sind bereits ausgefiillt. Die Kostenfunktio-
nen sind in diesem Beispiel unabhingig vom
zu léschenden bzw. einzufiigenden Zeichen. Zur
Ubersichtlichkeit sind die Zeichenketten an den
Réndern nochmals aufgetragen

Fm=- 3amm-< |
Njoownihlwivie |Of -

Jetzt wird die Matrix nach und nach ausgefiillt. Dabei werden immer Zellen (4, j) berech-
net, bei denen (i — 1,5 — 1), (¢ — 1,7) und (¢,j — 1) bereits bekannt sind. Solche Zellen
lassen sich immer finden (dies ist z.B. der Fall wenn zeilenweise vorgegangen wird). Dy 1
berechnen sich zum Beispiel als D;; = min{l + 1,1 + 1,0 + 1} = 1. Setzt man dies
fort, erhélt man schliellich die Matrix aus Abbildung 2. Aus der Abbildung lésst sich die



Editier-Distanz 4 ablesen sowie drei verschiedene Editier-Vorschriften. Eine davon ist zum
Beispiel: replace, replace, insert, match, replace, match, match

Abbildung 2: Die vollstindig ausgefiillte Editier-
W(U|(R|Z|[E|L Matrix D fiir S; und Ss. In Zelle (7,6) ist die

1
1|l o1+ 21-3+4 1516 Editier-Distanz 4 abzulesen. Die Pfeile geben zu-
v _'1 1120 By By s g treffende Fille fiir die Berechnung des Minimums
1| > 2‘ 5 _1_«,_3 W ___\,\_5 g an. Ein waagerechter Pfeil bedeutet eine Einfiige-
E _3 3 N3 N3 Ng [Ng s Operation, ein senkrechter Pfeil eine Ld&schen-

B L N Operation und ein diagonaler Pfeil kann sowohl ei-
R| 4] 4 4 3 4 5 . .

— Y < — ne Match- als auch eine Ersetzungs-Operation be-
T| S5 5 5 4 415716 d . .

| S Ko Ny s euten (welche Operation verwendet wurde, wird
E LS N 6l 615> - 3 aus dem Kontext klar). Die Pfeile fiir giiltige
L1771 71716161514 Editier-Vorschriften sind rot geférbt.

4 Zusammenfassung

Der Needleman-Wunsch-Algorithmus enthélt einen grundlegenden, vielseitig erweiterba-
ren Ansatz um die Editier-Vorschrift zwischen zwei Zeichenketten zu berechnen. Durch
Wahl der Kostenfunktionen kann der Algorithmus bereits an verschiedene Anwendungen
angepasst werden. Fiir die Bioinformatik sind jedoch noch weitere Aspekte wie z.B. Gap-
Bildung oder das Konzept der lokalen Alignments, interessant.

Viele, auf das Sequenz-Aligment spezialisierte Algorithmen beruhen auf der Idee des
Needleman-Wunsch-Algorithmus (z.B. der Smith-Waterman-Algorithmus [Hay09b] oder
der Gotoh-Algorithmus [Hay09a]). Er ist deshalb, trotz seiner Betagtheit, auch heute noch
von zentraler Bedeutung auf diesem Gebiet.

Laufzeitanalyse

Um den Wert einer Zelle D; ; zu berechnen miissen die drei Nachbarzellen D; 1 ;, D; 1,
D;_1 j—1 untersucht werden sowie die Strings an den Positionen ¢ — 1 und j — 1. Diese
Kosten konnen als Konstant angenommen werden (z.B. im RAM-Modell). Die Matrix
enthélt (n + 1) x (m 4+ 1) Zellen, sodass sich insgesamt eine Laufzeit in O(nm) ergibt.
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