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1 Motivation und Hintergrund

Der hier vorgestellte Algorithmus baut auf dem Needleman-Wunsch-Algorithmus auf und
erweitert dessen Funktionalitét. Des weiteren sind zum Verstéindnis der folgenden Ausfithrungen
Vorkenntnisse zum Waterman-Smith-Beyer Algorithmus sowie Gaps von Vorteil. Weitere
Informationen zum Needleman-Wunsch-Algorithmus sind in z.B. unter [Hay09a, Heu06,
Gus97] zu finden und Informationen zum Waterman-Smith-Beyer-Algorithmus sowie zu
Gaps sind z.B. unter [WSB76, Hay09b] zu finden.

Es gibt eine Vielzahl von Anwendungen in denen es wiinschenswert sein kann, Gap-
Bildungen in Alignments zu bevorzugen (vgl. [Hay09b][Gus97, Absch. 11.8.2, S. 236]). Der
Waterman-Smith-Beyer-Algorithmus ermdglicht dies durch Gap-Penalty-Funktionen. Da-
bei macht der Algorithmus keinerlei Vorgaben an die Ausprégung der Penalty-Funktionen
(lediglich verniinftige Annahmen fordern eine sublineare Funktion). Diese Freiheit schléigt
sich jedoch in dessen Laufzeit von O(nm? +mn?) nieder, weshalb der Algorithmus in der
Praxis kaum Anwendung findet.

Der Gotoh-Algorithmus begrenzt die Gap-Panelties auf affine Funktionen und erméoglicht
so Gap-Bildungen zu bevorzugen und Laufzeiten in O(nm).

Affine Funktionen

Affine Funktionen werden auch als lineare Funktionen oder Geradengleichungen bezeich-
net. Eine affine Funktion g : R — R l&sst sich immer in der Form ¢g(z) = ax + b schreiben.
In unserem Fall ist x die Léinge des betrachteten Gaps und der Funktionswert sind die
Gesamtkosten des Gaps. Man kann daher b als die Kosten fiir das 6ffnen eines Gaps
interpretieren und a als die Kosten um ein Gap fortzufiithren. Durch geschickte Wahl der
Parameter a und b koénnen Gap-Bildungen bevorzugt werden, da lange Gaps giinstiger
werden als z.B. mehrere kurze. Dies liegt daran, dass bei einem groflen Gap im Gegensatz
zu mehreren kleinen Gaps nur einmalig die Kosten b in die Berechnung eingehen.

2 Der Algorithmus

Als Eingabe erhilt der Algorithmus zwei Zeichenketten S; und S; mit Liange n bzw.
m, zwischen denen das optimale Alignment gefunden werden soll. Dabei sei S[i] das i-te
Zeichen und S[1..7] das Préfix der ldnge i. Wir definieren auflerdem Hilfsweise, S[1..0]
als leeres Wort und S[0] als ein spezielles Symbol L, welches sonst nicht im verwendeten
Alphabet auftaucht.

Des weiteren greift der Algorithmus auf Kostenfunktionen zu, welche die Kosten (oder
Gewichte) fiir jede mogliche Editier-Operation definieren (genaueres wird weiter unten
beschrieben).

Gesucht ist die Editier-Vorschrift mit den niedrigsten Kosten um S; in S zu iiberfithren
unter Beriicksichtigung von affinen Gap-Kosten.



Wie beim Needleman-Wunsch-Algorithmus wird dynamisch eine (n+1) x (m + 1) Matrix
D erstellt, sodass D; ; die Editier-Distanz zwischen S;[1..i9] und Sa[1..j] ist. Die Editier-
Distanz zwischen S1 und S ist demnach D, ,.

Wir erinnern uns, dass beim Needleman-Wunsch-Algorithmus der Wert einer Zelle das
Minimum aus den drei Féllen FEinfiigen, Loschen und Replace bzw. Match ist. In jeder
Zelle wird dann fiir das Traceback gespeichert durch welche Operationen sich das Minimum
bilden lédsst. Die Werte, die grofler sind als das Minimum werden nicht gespeichert.

Die dem Gotoh-Algorithmus zugrunde liegende Idee ist es, pro Zelle die Kosten fiir jeden
der drei Fillen zu speichern. Dadurch ist es moglich, bei der Berechnung einer neuen Zelle
Gap-Fortfithrung von Gap-Beginn zu unterscheiden. Dennoch benotigt der Algorithmus
zur Berechnung einer Zelle der Kosten-Matrix wie der Needleman-Wunsch-Algorithmus
nur drei unmittelbar benachbarte Zellen.

Es liegen also pro Zelle drei Werte vor. Diese kénnen als Tripel interpretiert werden,
sodass D zu einer Matrix aus Tripeln wird. Im Folgenden werden wir jedoch eine andere
Darstellung wihlen. Wir verwenden drei (n + 1) x (m + 1) Matrizen E, L und D (diese
Darstellung ist auch tiblich in der Literatur, vgl. [Gus97]). Die Matrix E enthélt die Kosten
die sich durch einfiigen eines Zeichens an der entsprechenden Stelle in S; ergeben. L
enthélt die Kosten die sich durch das Loschen eines Zeichens ergeben und D enthélt,
genau wie beim Needleman-Wunsch-Algorithmus, das Minimum von Einfiige-, Lésch- und
Replacematch-Operation.

Die Initial-Werte werden wie folgt gewahlt:

Do =0 (1)

Die weiteren Werte Berechnen sich folgendermaflen:

. { Dij1+a+b j=>1 (2a)

E; j = min )
Ei,j—l +a j =2 (2b)
. { Di*l,j +a+b 1 >1 (3&)

L; ;j = min .
Lifl’j +a 1> 2 (3b)
D;_1 -1 +replacematch 4,5 >1 (4a)
Di,j = min Ei,j (4b)
Li,j (4C)

Dabei ergeben sich a und b aus der Definition der Penalty-Funktion: g(z) = ax + b

Der Grundzustand Dy o = 0 behandelt den Fall in dem noch keine Operation ausgefiihrt
wurde. Die Definition ist in sofern sinnvoll, als dass sie die Editier-Distanz zu Beginn des
Algorithmus angibt welche unabhéngig von der Eingabe immer 0 sein soll.

Des weiteren enthalten die obigen Berechnungsvorschriften Bedingungen. Diese sorgen
dafiir, dass fiir die Berechnung nur auf definierte Werte zuriickgegriffen wird. Bei genauerer
Betrachtung fillt auf, dass £ und L keine Berechnungsvorschriften fiir j = 0 bzw. i = 0
enthalten. In F ist also die erste Spalte undefiniert und in L die erste Zeile. Dies lisst
sich verstehen, wenn man sich klar macht, welche Bedeutung die Zellen haben. Die erste
Spalte in F steht fiir die Kosten eines eingefiigten Zeichens vor S, also noch bevor der
Vergleich mit dem ersten Zeichen von Sy gemacht wird. Eine solche Operation wird nie
die Gesamtkosten verringern und widerspricht damit der Funktionsweise des Algorithmus
und ist daher auch nicht definiert. Ahnlich verhilt es sich mit der erste Zeile in L.



In der Literatur sind auch Definitionen zu finden, die eine Definitionsliicke umgehen indem
fiir die betroffenen Zellen der Wert oo angenommen wird. Dadurch findet der Fall bei der
Minimumsbildung nie Beriicksichtigung was zum selben Effekt fiihrt.

Da die Werte in der Berechnungsvorschrift zu D; ; von E;; und L; ; abhingen und um-
gekehrt die Werte in E und L von vergangen Werten aus D, kann die Reihenfolge bei der
Berechnung der Werte nicht frei gewahlt werden.

3 Beispiel

Betrachten wir nun ein konkretes Beispiel mit
Si=SIE

S9o=S AHNE

Die affine Gap-Penalty-Funktion sei

gk)=21+k-1

D.h. die Kosten beim Offnen eines neuen Gaps sind 1 und fiir eine Weiterfithrung ebenfalls
1.
Die Kostenfunktion fiir Ersetzungs- bzw. Match-Operation sei

0 fallsz=y

replacematch(z, y) =
2 sonst

Aus der Definition (Gleichung 1) kénnen wir bereits Dy o = 0 ablesen.

Fiir die Berechnung der anderen Werte in D miissen zunéchst die entsprechenden Werte
in ' und L berechnet werden.

Fiir den Wert Ep ; trifft nur Gleichung (2a) zu, da in dem anderen Fall (2b) die Bedingung
nicht erfiillt ist (denn j < 2). Wir finden also Ey; = 2. Ahnlich dazu lisst sich Lipg=2
berechnen. Mit diesen Werten kénnen nun D; g und Dg; berechnet werden. Setzt man
dies fort, kann die erste Zeile in E, die erste Spalte in L sowie die erste Zeile und erste
Spalte in D berechnet werden.

Fiir Zelle Ey 1 ist in Gleichung 2 wieder nur Fall 2a definiert. Dadurch ergibt sich der Wert
4. Ahnliches gilt fiir Zelle Ly ;. Hier finden wir auch Wert 4. Zur Berechnung des Wertes
D1 ;1 muss daher das Minimum aus 4, 4 und 0 gefunden werden (die 0 ergibt sich weil hier
ein Match vorliegt und Dy o = 0 ist). Also ist Dy ; = 0. Weitere Schritte sind in Abbildung
1 dargestellt.
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Abbildung 1: Von links nach rechts: Die Matrizen E, L und D zu den Zeichenketten S =
SIE und S = SAHNE. Die erste Spalte in F ist undefiniert ebenso wie die erste Zeile in
L. Die Kosten fiir das erste Gap betragen 2. Jedes angeschlossene Gap erhoht die Kosten
aber nur noch um 1. Der Wert D;; = 0 ist das Minimum aus F1 1, L1,;; und die Kosten
fiir ein Match.



Setzt man das Beispiel weiter fort, so ergeben sich die Alignments
SI--E S--1E

SAHNE "CSAHNE
Wenn jedoch lineare Gap-Kosten gew#hlt werden, z.B. g(k) = 0+ k-1, dann unterscheidet

sich der Algorithmus im Ergebenis nicht von dem des Needleman-Wunsch-Algorithmus.

In diesem Beispiel ergibt sich dann eine weitere Losung
S-I-E

SAHNE
Dieses Alignment ist keine Losung in dem behandelten Beispiel denn jetzt liegen zwei Gaps

vor. Die Kosten fiir zwei Gaps sind im Falle einer nicht-linearen Gap-Kostenfunktion héher
als die Kosten fiir ein zusammenhéngendes der gleichen Linge. Damit sind die Gesamt-
kosten nicht mehr optimal und stellen auch keine Losung dar. Also zeigt der Algorithmus
in diesem Beispiel das gewiinschte Verhalten, ndmlich Gap-Bildungen zu bevorzugen.

4 Zusammenfassung

Der Gotoh-Algorithmus erlaubt es Gap-Bildungen mittels affinen Gap-Panelties zu bevor-
zugen. Dabei bietet er die gleiche Laufzeitkomplexitéit des Needleman-Wunsch-Algorithmus.
Nachteile kénnen zum einen im erhohten Speicherverbrauch gesehen werden. Er benttigt
etwa drei mal mehr Speicher als der Needleman-Wunsch-Algorithmus weil nun drei Ma-
trizen statt einer Matrix gespeichert werden miissen. Die Ausmafle dieses Nachteils lassen
sich jedoch mindern indem Modifikationen wie beim Hirschberg-Algorithmus vorgenom-
men werden. Damit l4sst sich eine lineare Platzkomplexitét erreichen. Ein weiterer Nachteil
ist, dass er in der Wahl der Gap-Panelty-Funktion nicht die Flexibilitdt des Waterman-
Smith-Beyer-Algorithmus bieten kann sondern auf affine Funktionen begrenzt ist. Seine
Stéarke kann deshalb in dem Kompromiss aus beiden Ansétze gesehen werden.

Laufzeitanalyse

Um den Wert einer Zelle X; ; zu berechnen miissen die drei Nachbarzellen X; 1 ;, Xj; 1,
Xi—1,j—1 untersucht werden fiir jedes X € {E,L, D}. Auflerdem miissen fiir den letzten
Fall die Strings an den Positionen ¢ bzw. j untersucht werden. Diese Kosten kénnen als
Konstant angenommen werden. Die Matrix enthélt (n + 1) x (m + 1) Zellen, sodass sich
insgesamt eine Laufzeit in O(nm) ergibt.
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